Epreuve de TIPE — Partie D

Titre : Le théoreme de SarkovskKii.

Temps de préparation : 2h15
Temps de présentation devant le jury : 10 minutes

Entretien avec le jury : 10 minutes

Guide pour le candidat

Le dossier comporte au total 7 pages (excluant-cgll

Travail suggéré au candidat :Faire une étude et une présentation structurée du
document. On pourra présenter la démonstratioh&réme de Saarkovskii en
se basant sur des figures et sans entrer danksodétails.

Conseils généraux pour la préparation de I'épreuve
* Lisez le dossier en entier dans un temps raisoanabl
» Réservez du temps pour préparer I'exposé devamtyle



146

LLE THEOREME DE SARKOVSKIT

Jean-Yves Briend

Travaux pratiques

Au pays des publications mathématiques, il est rare
de commencer un article par une section bricolage.
C’est pourtant ce que nous allons faire en vous pro-
posant de réaliser vous-mémes un montage facile et
peu onéreux. Tout d’abord, il vous faut vous pro-
curer deux récipients cylindriques, de méme hauteur
mais 'un de volume huit fois plus grand que l'autre.
Placez alors le plus petit au centre du plus grand de
maniere & confondre leurs axes. On a ainsi réalisé un
récipient annulaire. Voir la figure 1.

vagues chaud

Figure 1: L’expérience de Lorentz

Une fois ce contenant réalisé, on peut le remplir d’eau
et faire tourner le tout suivant son axe, mis vertical,
sur un tourne-disque en position 78 tours par minutes.
Il ne vous reste plus qu’a imposer entre le centre
et la périphérie une forte différence de température,
le tout continuant de tourner. Vous obtenez ainsi
Iexpérience réalisée par Lorentz dans les années 60
(voir [1]-[3]) dans son étude des phénomeénes météo-
rologiques. Si vous avez beaucoup de chance, vous ob-
serverez comme lui que des vagues d’aspect évoluant
sans loi apparente se forment & un bord du récipient
pour aller mourir sur 'autre. Lorentz ne se laissa
pas impressionner par cet état de fait semble-t-il im-
perméable a toute mise en loi et effectua des mani-
pulations numériques sur les équations du systeme. Il
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trouva alors pour I’évolution des vagues le modele sui-
vant : ’énergie cinétique maximale K, 1 de la (n+1)-
eme vague est fonction de celle de la précédente sous
la forme
Kyt = f(Kn)
ou f est une application continue donnée de l'inter-
valle [0, 450] dans lui-méme. Ainsi Lorentz fut amené
a étudier l'itération de la fonction f, c’est-a-dire a
comprendre le comportement des orbites des points =
de l'intervalle, définies par
O(z) ={f"(z),n = 0}

ou fO =idet f* = f" 1o f est la n-itme itérée de
f- On se retrouve donc en partant de deux boites de
choucroute a commencer 1’étude des systémes dynami-
ques en dimension 1, théorie qui connait depuis deux
décennies des développements considérables. Dans
cet article, nous allons donner la démonstration d’un
théoreme dit & Sarkovskil en 1964 (voir [4]) qui a le
mérite d’étre tout a la fois simple & énoncer, d’avoir
une démonstration s’appuyant sur des outils élémen-
taires, et cependant d’étre un résultat profond et tres
plaisant.

Enoncés des résultats

En 1975, Li et Yorke (voir [5]) publient un article
qui allait avoir un certain retentissement, sous le titre
accrocheur de « Période 3 Implique Chaos ». En fait,
leur résultat était un corollaire du théoreme général de
Sarkovskif cité plus haut, et que nous nous proposons
de montrer ici.

THEOREME 1 (PERIODE 3 IMPLIQUE CHAOS). Si f :
[0,1] — [0, 1] est une application continue ayant un
point périodique de période 3, alors elle a des points
périodiques de toutes périodes.

Dans la suite, on notera I = [0,1] et on considérera
une application continue f : I — I. En général, si
A C I, on notera fA = f(A) I'image de A par f.

DEFINITION 1. Un point x € I est dit périodique de
période n > 1 si f"r = x et flx # x pour i =
1,....,n—1. On dit que f est un point fize si fr = x.

Ainsi quand un point est périodique, son orbite est
finie mais en plus f agit sur celle-ci bijectivement,
comme un cycle.

Nous pouvons maintenant passer a 1’énoncé général
du théoréme de Sarkovskii. Pour cela, nous avons
besoin de définir un ordre spécial sur I’ensemble N*
des nombres entiers strictement positifs.
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b1 I p2 1 p3

Figure 2: Le point p; est de période 3

DEFINITION 2. On appelle ordre de Sarkovskit sur N*
lordre > défini comme suit :

3=5=T7T=9»--->=23>=25»27%
s 3e 9n 5y s gntl g gntl 5
...>_2n>_2n71>_.“>_4>_2>_1

et c¢’est un ordre total.

THEOREME 2 (SARKOVSKIT). Soit f : I — I une
application continue ayant un point périodique de
période m. Alors pour tout m vérifiant n = m, f
admet un point périodique de période m.

Le premier théoreme est donc conséquence immédiate
de ce dernier.

Un lemme facile

Dans la suite on se donne une application continue
f de I dans lui-méme. Commencons par faire une
remarque cruciale pour la suite, et dont la démons-
tration est laissée en exercice. Supposons qu’il existe
dans I deux intervalles fermés Jy et J; tels que
f(Jo) 2 Ji. Alors il existe un intervalle Ji C Jy
tel que f(J}) = Ji. Ce résultat acquis, nous pouvons
énoncer le lemme 1, a la base de toute la démonstra-
tion du théoreme de Sarkovskii.

LEMME 1. On a les résultats suivants :

1. soit J C I un sous-intervalle de I tel que J C f(J).
Alors f a un point fize dans J.
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2. Soit (I;),cN une suite éventuellement finie de
sous-intervalles fermés de I tels que f(I;) 2 Ijyq.
Alors il existe une suite d’intervalles fermés emboités
Jn telle que

In Cly et f(Jn) = I,.
De plus, il existe x € Iy tel que f™"x € I, pour tout n.

DEMONSTRATION. Posons J = [a, b], par hypothese il
existe un z € J tel que f(2) < a et un w € J tel que
f(w) > b. Posons alors g(z) = f(z) —x. On a

9(z2) = f(z) =z < f(z) —a <0

g(w) = f(w) —w = fw) =b=0
et donc par le théoreme des valeurs intermédiaires,
il existe un z € J tel que g(x) = 0 ie. f(x) =
x. La démonstration du deuxiéme point se fait par
récurrence sur n.
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Figure 3: La récurrence

Pour n = 1, fIp O I et donc il existe un inter-
valle J; C I tel que fJ; = I;. Supposons mainte-
nant Ji,...,J, déja construits.Puisque fI,, 2O I,
il existe un intervalle fn C I, tel que ffn = I
Or par hypothese de récurrence, f*J, = I, D I, et
par le méme procédé, on trouve J,4+1 C J, tel que
f"Jni1 = I,. Maintenant il vient f"+.J, , = fI, =
I 41 (voir la figure 3).
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Ensuite, pour avoir le point x du lemme, il suffit de
prendre un point dans
ARz

n>0
qui est non-vide par compacité. Ceci acheve la

démonstration du lemme 1. I

Le Graphe de Markov

Comme le montre le lemme 1, il y a un lien fort
entre l'orbite d’un point et son cheminement dans
une famille de sous-intervalles (son itinéraire). Cela
motive la définition suivante :

DEFINITION 3. Soit {I;}r un ensemble fini de sous
intervalles fermés de I d’intérieurs disjoints deuzr d
deuz (on dira dans la suite une partition). Alors le
graphe de Markov associé a la partition {I;} et a la
fonction f est le graphe orienté dont les sommets sont
les éléments de la partition {I} et qui comporte une
aréte I; — I; si et seulement si f(I;) 2 I;.

EXEMPLE 1. L’application tente avec la partition
donnée sur la figure a pour graphe de Markov :

@ e — |2©

et 'on voit qu’il peut y avoir des arétes allant d’un
sommet a lui méme.

Cette définition permet de relire le lemme 1 : si 'on
a un chemin dans le graphe de Markov, alors il existe
un point dont l'itinéraire dans la partition est donné
précisément par ce chemin.

L’idée qui sous-tend la définition du graphe de Markov
est centrale dans I’étude des systemes dynamiques.
Elle consiste a découper notre systéme en un nombre
fini de morceaux pour ensuite étudier la dynamique
comme agissant sur I’ensemble de ces morceaux. On
a « discrétisé » la dynamique. Pris de myopie, nous
devons diviser 'image que nous avons en pieces assez
grosses, et comme a la télévision, regarder le monde
a travers un damier simplificateur. Ce qui est remar-
quable, c’est qu'un tel damier, méme grossier, peut
nous donner des informations tres profondes sur le
systeme dynamique étudié.

Démonstration du premier théoréme

En fait, toute la démonstration du théoreme de
Sarkovskii repose sur 1’étude du graphe de Markov

Le journal de maths des éleves, Volume 1 (1995), No. 3

0 1/2 1

A
Y
A
Y

I I

Figure 4: L’application « tente »

de f associé a une bonne partition. Cette étude est
faite dans les lemmes 2—7. Cependant, nous pouvons
deés maintenant démontrer le premier théoreme dit
« période trois implique chaos ».

DEMONSTRATION. Supposons donc que f ait un point
p1 de période 3. Nous ne traitons que le cas ou I'orbite
périodique s’ordonne en p; < py < p3 avec fp; = po,
fre = p3 et fps = p1. Lautre cas se fait de la
méme maniere. Regardons la partition associée a
cette orbite : Iy = [pa,p3], Iz = [p1,p2] (voir la figure
2). Comme alors fI; 2 I; Ul et que fIo D I, on a
un graphe de Markov donné par

Ch=—x21,

Choisissons maintenant de bons chemins dans ce
graphe pour produire des orbites périodiques de
toutes les périodes.

Soit d’abord m > 3 et montrons que f admet un point
de période m. Regardons en effet dans le graphe de
Markov le chemin suivant

L -5 —--—1

m—2

L’intervalle J = J,,, donné par la deuxieme partie du
lemme 1 appliqué & la famille (1) vérifie

fiJ CL, 0<i<m-—2

[ty C I

fTTLJ — Il
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et par la premiere partie de ce méme lemme, il existe
un point x de J tel que fmz = x.

Montrons que z est de période exactement m. Suppo-
sons par I'absurde que f'r = x, avec i compris entre
letm—1. Alors I, > f™ lz = fi~lz € I et donc
fmlz = py qui est I'unique point de I N I. Fi-
nalement x = f™x = p3 ce qui est impossible car
fps =p1 ¢ I ce qui contredit l'itinéraire de x.

Pour montrer que f a un point de période 2, on re-
garde le chemin

Igﬂllﬂlg

et 'on conclut de la méme maniere. 1

La maniere dont on a construit notre partition est
ici trés importante. L’ensemble des extrémités des
intervalles constituant celle-ci est en effet une orbite
périodique O(z). Celle-ci est stable par f. Mais
surtout, si le point périodique construit grace a un
chemin dans le graphe de Markov n’est pas de la
période désirée, une de ses images par f va étre ‘a
cheval’ sur deux intervalles de la partition, et donc son
orbite rencontre O(x) ce qui sera une contradiction.

Enoncé des lemmes préparatoires

Nous allons maintenant donner 1’énoncé des lemmes
qui, en étudiant des graphes de Markov, permettent
de démontrer le théoreme de Sarkovskil. Nous démon-
trerons ces lemmes plus loin dans ’article.

Soit donc f une application continue de I dans lui-
méme, ayant un point x de période n > 2 et rangeons
dans I les points de l'orbite de = par ordre croissant

To <X <+ < Tp-1
Cela nous donne une partition en n — 1 intervalles
fermés, définie par les [x;, z;41],4 = 1,...,n—1. Nous
allons décrire les propriétés du graphe de Markov T’
associé a cette partition.

LEMME 2. Il existe un intervalle I de la partition tel
que 'on ait une fleche de I vers lui méme.

En d’autre terme, on a dans le graphe I' un sommet
tel que

C,

ce qui sera bien pratique pour faire des chemins de
longueur quelconque dans le graphe, en bouclant au-
tant de fois qu’il le faut sur I;. Dans toute la suite, Iy

149

Ssignera un intervalle. rdons maintenan
désignera tel intervalle. Regardons maintenant ce
qui se passe si 'on cherche a aller de I; vers un autre
sommet :

LEMME 3. Pour tout sommet K du graphe de Markov
il existe un chemin dans ce graphe partant de I, et
aboutissant en K.

Autrement dit, en partant de I;, on peut aller n’im-
porte ou. Que se passe-t-il en revanche lorsque 1’on
souhaite arriver en I; ? Le lemme suivant nous donne
la réponse :

LEMME 4. Supposons qu’il n’existe pas de sommet du
graphe de Markov distinct de Iy, duquel on puisse
partir pour aboutir par un chemin du graphe en I.
Alors n est pair, et f envoie tous les points de ’orbite
de x qui sont a gauche de Iy sur ceux qui sont a droite,
et vice-versa. Enfin, il existe un point de période 2.

Cela veut dire que si I’on ne peut aboutir en I7, n est
pair et I’on a une description combinatoire simple de
lorbite de x.

Figure 5: Le lemme a la boucle

LEMME 5. Supposons que f ait un point de période
impaire différente de 1 et supposons que x soit un tel
point, de période n # 1 prise minimale. Alors avec I
comme dans le lemme 2, on a
1. T contient le cycle
L—-5L——I,1—1
2. T contient les arétes de la forme
I,_1— Igi_l,Qi —1<n
3. il n’existe pas d’aréte de la forme
Ij — Ij+k
pour k> 1,7 > 1.
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Tout devient plus clair en regardant la figure 5.

On peut immédiatement déduire de ces lemmes un
corollaire simple

COROLLAIRE 1. S f a un point de période impaire
n # 1, alors f a des points périodiques de toutes les
périodes plus grandes que n et de toutes les périodes
paires plus petites que n.

La démonstration en est simple, au vu du lemme 5,
en prenant un n minimal et en choisissant dans le
graphe I dessiné dans la figure 5 le bon chemin. Pour
les points de période plus grande que n, on boucle
autant de fois qu’il le faut sur I; puis on fait la grande
boucle. Pour les points de période paire plus petites
que n, on prend un raccourci I,,_; — Is;4;. Ensuite,
la remarque concluant la démonstration du premier
théoreme permet de conclure.

Enongons maintenant les derniers lemmes, qui n’ont
pas a proprement parler rapport avec le graphe de
Markov.

LEMME 6. Si f a un point de période paire, elle a un
point de période 2.

LEMME 7. Soit ¢ un point de période n pour f, et h
un entier positif quelconque. Alors ¢ est un point de
période n/(n,h) pour f*, ou (n,h) est le plus grand
diviseur commun de h et n. Réciproquement, si ¢ est
un point de période m pour f, alors ¢ est un point
de période mh/d pour f, avec d qui divise h mais est
premier avec m.

Démonstration du théoréeme de Sarkovskii

Nous pouvons maintenant procéder a la preuve du
deuxieme théoréme. Supposons donc que f ait une
orbite de période n.

1. Regardons d’abord le cas ou n est une puissance
de 2, i.e. m = 2%. Soit alors m < n. m est de la forme
2¢, avec 0 < e < k. Par le corollaire 1 et le lemme 6,
on peut supposer e > 0. Maintenant g = fm/2 a un
point de période 2¥~¢*! par le lemme 7, et donc un
point de période 2 par le lemme 6. Par le lemme 7, ce
point est de période m pour f.

2. Reste maintenant le cas ot n est de la forme p.2F
ou p > 1 est impair. Soit m < n. Il y a trois cas
possibles :

ler cas m = q.2" ¢ >0 est pair
2eme cas m = q.28 ¢ > p impair
3eme cas m = 2! [ <k
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et ces trois cas sont les seuls. Comme dans la premiere
partie de la démonstration, nous allons regarder la
bonne itérée de f pour lui appliquer soit le corollaire
1 soit la premiere étape de la démonstration.

Dans les deux premiers cas, regardons g = f2k. Elle
a un point de période p impaire. Comme soit ¢ > p,
soit q est pair, le corollaire 1 nous donne un point de
période g pour g. Dans le premier cas, ce point est de
période ¢2F pour f, d’apres le lemme 7.

Dans le second cas, ce point est de période ¢2¢ pour
f, pour un certain e < k, encore par le lemme 7. Si
e = k c’est fini et sinon on remplace n par ¢2¢. Alors
comme m = 2¢(q2¥7¢), on peut appliquer le premier
cas, déja démontré.

Dans le troisieme cas, d’apres le premier cas ci-dessus
démontré, f a un point de période 2.2F = 25+1 On
peut alors appliquer la premiere étape de la démons-
tration car [ < k + 1.

Cela acheéve la démonstration du théoréeme de
Sarkovskil. Reste maintenant a démontrer les lemmes.

Démonstration des lemmes 2—7
Le lemme 2

Remarquons que 'orbite de xg est contenue dans I’in-
tervalle [z, z,,—1]. Comme n > 1, on a

fro>z0 et fr,_1 <zp_1,

on peut donc considérer
xq = max{x; : fax; > x;}
et Uintervalle I1 = [z, Z441] convient. cqfd.

Dans la suite, c’est cet intervalle que nous prendrons
égal a I.

Le lemme 3

Si I'on part de Iy, peut-on aboutir n’importe ou ?
Considérons pour un entier ¢ ’ensemble V; des som-
mets de I' extrémités d’un chemin de longueur ¢ par-
tant de I;. Il nous faut démontrer que pour i assez
grand, V; est ’ensemble de tous les sommets. Remar-
quons d’abord que V; # & et que V41 2 Vi, car on
peut boucler sur I;. Posons

ui=J K'cr
K'eV;
On a clairement U; C Uj41.
Affirmation : $il existe K’ € V; tel que f(0K') ¢ U;
alors Vi1 # V.
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En effet nous remarquons d’abord que l’ensemble
des extrémités des intervalles constituant la partition
forme une orbite, et donc est stable par f. Soit main-
tenant w € K’ tel que fw ¢ U;. Comme K’ € V,,
fK' contient un intervalle I;. en particulier il en
contient un qui a fw dans son bord, et celui-ci est
bien dans V;,1 —V;. L’affirmation est bien démontrée.

La suite V; est croissante et finie donc il existe un %
compris entre 0 et n — 1 tel que V;4; = V;. D’apres
Paffirmation ci-dessus, U; N O(xq) est stable par f, et
donc égal a toute l'orbite de xy. Cela montre que V;
est égal a I’ensemble de tous les sommets du graphe.
cqfd.

Le lemme 4

Rappelons que Iy = [z4,%4+1] comme dans la
démonstration du lemme 2. Supposons par ’absurde
qu’il existe z; < z, tel que fx; < x,. Soit xp le plus
grand des z; < x4 tels que fz; < z,. Alors par défi-
nition fz, < x4 et fapr1 > xqp1. I en découle une
fleche dans le graphe de Markov :

(@b, p41] — .

Comme x, # x, c’est impossible par hypothese. On
vérifie de la méme maniere que pour x; > T441, O0 &
fr; < z,. Tout cela implique clairement la premiere
partie du lemme, et que n est pair. Soit maintenant
Jo = [x0,xa] et J1 = [Tat1,Tn—1]. Comme fJy D J;
et fJ1 D Joy, et que JyNJp = O, il existe un = dans
Jo tel que f2x = x, et comme fx € J;, x est bien de
période 2. cqfd.

Le lemme 5

Par le lemme 2, on a l'intervalle I;. Par le lemme 3
et le lemme 4, comme n est impair, il existe k > 1 et
des intervalles I, ..., I} de la partition tels que 'on
ait dans le graphe le chemin

L -1 — - — I, — 14

et soit prenons k minimal. Montrons que k = n — 1
Pour cela supposons par I'absurde que k£ < n — 1.
Alors si k est impair le chemin I; — I — -+
I, fournit un point de période k ce qui contredit la
minimalité de n. Et si k est pair, le méme chemin
en lui rajoutant une boucle sur I; a la fin donne un
point de période impaire k + 1 < n ce qui est encore
une contradiction. Donc k = n — 1 et cela implique
les premiere et troisieme assertions du lemme. Reste
a montrer la deuxieme.

— I —
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D’apres le lemme 2, fz, > zq41 €t fror1 < 24, €t
comme x, n’est pas de période 2, 'une au moins des
deux inégalités est stricte. Supposons par exemple
que frg11 < x4. Montrons qu’alors fx, = x,41 et
fras1 = x4—1. En effet sinon on peut trouver un
j > 2 tel que fI; O Ij, ce qui est interdit par la
troisieme assertion du lemme.

Donc Iy = [24—1,%,). Enfin par définition de x, et
comme fr, = Tq11, que fre_1 > x,—1 €t que fr,_1
ne peut étre égal & z, (par minimalité de k =n — 1)
niaxgiq,ona frgq > xeye. Alors par la deuxieme
assertion, on a en fait égalité et I3 = [z441, Zat2]. On
peut ainsi répéter cet argument, et finalement les I;
se rangent de la maniere suivante :

Ino1... LIy I Izls...I, o

pairs impairs

et en fait on a une description compléte de 'orbite
périodique :

Xa Xar1 Xa+2 Xn-2 Xn-1
o—==0 L [ ) [ ]
l/l /l 2
[ ] [ ] [ ] ’ [ ]
Xa-1 Xa-3 Xz X Xo
Comme
fIn73 - f([xlvl'Z]) ) In72 = [(En72axn71]
et aucun autre intervalle, il vient fx; = x,_1.

Comme fI,_1 2 I, on a fI,,_1 2 [x4,Zn—1] et donc
pour 2i+1=1,...,n—2 ona fI,_1 2O Is1, ce qui
est la deuxieme assertion du lemme. cqfd.

Le lemme 6

Soit x un point de période n > 2 minimale. Supposons
par I’absurde que f n’ait pas de point de période 2.
D’apres le corollaire, si n était impair, il y aurait un
tel point, et donc n est pair. D’apres le lemme 4, il
existe un sommet [ de la partition, différent de I, et
tel que 'on ait I, — I. Soit maintenant & > 1 le plus
petit entier tel qu’il existe un cycle I; — - --
I injectif de longueur k£ dans le graphe de Markov.
Comme dans la démonstration du lemme 5, on vérifie
que k =n—1 et qu'il n’y a pas d’aréte de la forme
I; — I; + 1, pour | > 1. On vérifie ensuite qu’il
existe des arétes reliant I,,_1 a tous les Is;, et on a en
particulier le chemin I,_y — I,_o — I,_1 qui nous
donne un point de période 2, ce qui est impossible par
hypothese. cqfd.

— I —
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Le lemme 7

Soit ¢ un point de période n pour f, et posons
m = n/(h,n) ou (h,n) désigne le plus grand com-
mun diviseur de h et n. Si f**c¢ = ¢ alors n divise kh
et donc m divise k, et c’est fini.

Pour la deuxieme partie du lemme, considérons ¢ un
point de période m pour f*. Alors ¢ est de période
n pour f, ou n divise mh. Donc nous pouvons écrire
n = mh/d. Or d’apres la premiere partie du lemme,
n/(h,n) = nd/h et donc (h,n) = h/d ce qui nous
donne h = de, et (de,me) = e. cqfd.

Conclusion

Voila, nous sommes maintenant en possession d’un
théoreme qui donne une description complete de ’en-
semble des périodes d’un endomorphisme de l'inter-
valle. Bien stir, cela n’épuise pas les questions que
I’on peut se poser sur l'itération des fonctions.

Tout d’abord, le théoréme de Sarkovskii est-il opti-
mal? La réponse est positive. Pour cela, on peut
se reporter & [6], ol il est montré que pour tout n
il existe une application continue de I'intervalle dans
lui-méme ayant un point de période n mais pas de
point de période m pour m > n. De méme, il existe
une application ayant des points de périodes toutes
les puissances de 2, et aucune autre période. C’est
donc un résultat optimal. On peut cependant al-
ler plus loin dans I'analyse des orbites périodiques,
et ajouter a la période une caractéristique combina-
toire, i.e. la maniére dont f chamboule l'ordre de
Porbite. C’est la théorie du forcage, qui cherche quels
sont les types combinatoires nécessairement présents
en présence d’un autre. Voir encore [6].

On peut ensuite se poser la question de savoir si le
graphe de Markov ne pourrait pas nous donner d’au-
tres informations sur la dynamique. Par exemple,
dans [7], il est démontré que la plus grande valeur pro-
pre A de la matrice d’adjacence du graphe de Markov
est reliée a ’entropie topologique de l'application f
par

htop(f) = log A

Ainsi, ’application tente a une entropie supérieure ou
égale a log 2.

Enfin, existe-t-il des résultats de type Sarkovskii pour
des applications continues sur d’autres espaces que des
intervalles, par exemple des variétés compactes. Dans
le cadre de la dimension 1, dans [7] il est démontré des
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théoremes de ce type pour des applications du cercle.
Citons enfin [8], ol est démontrée une conjecture de
Misiurewicz sur les application continues des graphes :
si f est une application continue d’un graphe Y dans
lui-méme, alors il existe un entier L = L(Y") tel que si
f a des points de période 1,... L, alors f a des points
de toutes les périodes.

Pour avoir une vue d’ensemble moderne sur les
systemes dynamiques en dimension 1, on peut consul-
ter le livre de W. de Melo et S. van Strien [9].
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