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brouillons utilisés pour cette partie de I'oral, ainsi que TOUS les transparents et autres
documents présentés pendant votre prestation.
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COMPOSITION ET DECOMPOSITION D'AUTOMATES TEMPORISES

1. Introduction
Les automates a états finis sont trés couramment utilisés pour modéliser les systemes réactifs. Ce

type de modeles permet d'étudier I'ordre relatif des actions, comme « déclencher I'alarme aprés
toute réception d'un probléme ». Mais il ne contient pas dinformation quantitative sur le délai
séparant deux actions consécutives. Les automates temporises, propose par Alur et Dill, sont une
extension des automates finis classiques qui décrivent des comportements, mais a chaque action
est gjouté une date, qui correspond al'instant auquel elle alieu. A chaque automate est associé un
ensemble fini d'horloges, ces horloges étant des variables qui évoluent toutes a la méme vitesse
(celle d'une horloge universelle externe, sur laquelle on ne peut pas agir) et pouvant étre remises a
zéro. On peut mettre des contraintes sur les transitions de |'automate, comme par exemple : « pour
pouvoir effectuer cette transition, il faut que I'horloge x ait savaleur comprise entre 2 et 3 ».
Lorsgue I’on étudie des systémes réels, les modéles qui correspondent sont souvent trés gros. I
est aors judicieux de les modéliser non plus par un gros automate, mais par un réseau
d'automates plus petits (synchronisés entre eux). On parle alors de décomposition des automates
en modules de taille plus petite. Les propriétés que I'on cherche a étudier (au niveau du gros
systéme) doivent alors étre liées aux propriétés des petits systémes.

2. Automate temporisé et générateurs contraints

2.1. mots temporises et horloges

Soit Z un ensemble. Notons Z"* (respectivement Z°) I'ensemble de ségquences finies non vides
(respectivement infinies) d’ édéments de Z, avec & pour la séquence vide, et Z° = Z* U Z°
I'ensembl e de toutes les séquences non vides d' é éments de Z.

Nous considérerons un domaine de temps T qui est I'ensemble des nombres entiers non négatifs
N ou I'ensemble des nombres rationnels non négatifs Q.. Une séquence de dates sur T est une
suite finie ou infinie de dates t = (t)i»1 d’ éléments de T. Les actions des automates considérés
sont données par un ensemble fini . Un mot temporisé est un éément de (ZxT)”, il peut étre vu
comme un couple w = (o,t), ol 6 = (&)i>1 un Mot dans =~ et 1 = (t;);>1 une séquence de dates dans
T” de méme longueur que c. Par exemple, (a, 1.5)(b, 2)(a, =r)(b, 3.9)(a, 3.9) est un mot temporisé
fini, tandis que ((ab)®,(i + 1/i)i»1) est un mot temporisé infini (avec pour m € Z*, m° et la

répétition infinie de la séquence m).
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La concaténation d'un mot temporisé fini u = (&;t;)1<i<n € d'un mot temporisé fini ou infini v =
(@it')1< est définie si seulement s t, < t'; et est égal au mot temporisé u . v = (a',t")1 avec
@ty =(at) s 1<i<net (@it = (aintin) s n<i.
Soit X un ensemble de variables typées dans T, appel ées horloges. Parmi les éléments de X, nous
distinguons une horloge spéciale X, qui dénotera le temps absolu.
A chague transition de |’ automate on associe un prédicat sur la valeur des horloges, appelé garde.
Les gardes (ou contraintes de temps) sur X sont les formules définies comme suit :

e T est une garde (pas de contrainte)

e x~cet(x—y ~ csontdes gardes (avec x et y des horloges, c € T et ~ est un

opérateur binaire parmi { <, =,>1})

® 01V 0 O1A g et —0; sont desgardes ssi g et gp sont des gardes.
L'ensemble des gardes de X est noté Guards(X).
Une valuation des horloges de X est une fonction o : X — T qui associe a chague horloge x une
valeur du temps a(x). L'ensemble de toutes les valuations d'horloge est noté T, Si Y est un sous-
ensemble de X, o[ Y < 0] désignelavaluation qui ax € Y associeO et ax ¢ Y associe o(x).
Pour o valuation d’ horloges, larelation de satisfaction suivante est définie, g étant une garde :

o |= g< g(xilo(xi)) est vraie ou g(xi/a(x;)) désigne la valeur booléenne de g dans

lequel x; est remplacé par savaeur o(x;).

2.2. Automates temporisés et exécution

Un automate temporiseé de Blichi défini sur X, T et X est un quintuplet A = (@, T, I, F, R), ou @
est un ensemble fini d’ états, T'c @ x [Guards(X) x = x P(X)] x @ est I’ensemble des transitions
(avec P(X) I’ensemble des parties de X), I < @ est le sous-ensemble des états initiaux, F' < @ est
le sous-ensemble des états finaux et R < @ est un sous-ensemble d’ états répétés correspondant a
une condition de Biichi, comme indiqué ci-aprés. Une transition alaforme (p, g, a, r, q), ou g est
une garde, a une action de X et r < X le sous-ensemble des horloges a rénitialiser. Elle signifie
gue s le systeme se trouve dans I'éat p et que la garde g est vérifiée, aors le systeme peut
effectuer I’ action a, mettre les horloges de r a zéro et aler dans|’ état q.

Nous supposons que I'horloge particuliére xo n'est jamais réinitialisée.

L'ensemble de tous les automates temporisés définis sur I'ensemble d'actions %, le domaine

temporel T et I'ensemble des horloges X est noté TA(Z, T, X).

2
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Afin de définir comment un mot temporisé est accepté par un automate temporisé, précisons les
notions de chemin et de parcours de chemin temporisé. Un chemin dans A est une séguence non

vide, finie ou infinie, de transitions consécutives :

P=qo8u%Ty, 820278,

ou (qi-1, 8i, @i, 1, q;) € T pour tout i > 0. Le chemin P est valide (ou acceptable) s'il commence
dans un état initia et, soit termine dans un état final, soit est infini et respecte une condition de
Bichi : inf(P) n R est non vide, ou inf(P) est I'ensemble d'éats qui se produisent infiniment
souvent dans P.

Une exécution de I'automate selon un chemin P et pour une valuation d'horloge initidle o € T X
est un triplet R = (o, P, (ti)iso) ou (t)iso €st une séquence non décroissante de dates de méme
longueur que P ; t; est I'instant ou I’ on a exécuté la transition qi-1 Mqi. Intuitivement, cette
transition peut étre exécutée, seulement si la garde g est satisfaite par la valuation de I’ horloge
courante, et a ce moment-la les horloges de r; sont réinitialisées. Plus précisément, la valeur de
I'horloge x au temps t se note x(t), de sorte que la valuation d'horloge au temps t puisse étre écrite
comme le n-uplet X(t) = (x(t)).cx- ENn commengant au temps to = a(Xo) et toute horloge x étant
initialement valuée a x(to) = o(x), la valuation d'horloge au temps t est complé&tement déterminé
par |’ exécution : pour tout i > 1,

N 0 SIXeri
x(t‘)_{x(tm)ﬂfi—tm sinon

et x(t) = x(ti.1) +t —ti.q pour ti., < t <t. De plus, nous avons besoin que X(t;.1) + ti —ti.; |= gi pour
touti > 1.
A toute exécution finie (resp. infinie) nous pouvons naturellement associer un mot temporise fini
(resp. infini), désigné comme une étiquette de R par

AR) = (a, t1)(ax 1)... € (T x T)™.

Si {R) est fini et de longueur n, nous définissons aussi la valuation d’ horloge Ends(R) e T «a

lafin de R » delafagon suivante :

Ends(R)(x) = {x((t)n)sgf);ln

Puisgue nous avons pose que Xp N’ est jamais réinitialisé, on atoujours Ends(R)(xo) = tp.
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2.3. Automate temporisé et générateurs contraints
Avec cette définition, nous n’ associons pas seulement un langage temporisé (i.e. un ensemble de

mots temporisés) a un automate temporisé </ mais une famille de langages temporisés classés par
les valuations initiales des horloges. Plus précisément, pour nimporte quelle valuation d'horloge
o e T, nous définissons

Lo/ (o) ={ AR) | R = (., P,(t;)i=0) pour tout chemin P acceptable dans ./}
Par soucis de simplicité, nous noterons L.c/+ (o) pour L./ (o) N (Z x T) et Lo/, (o) pour Lo/ (o)
N (ZxT)".
Remarque 1: Il n'est pas difficile de prouver que pour tout automate temporisé .o/ et toute

vauation d'horloge o, il existe un automate temporisé 43 tel que L./ (o)) = L (0), ou 0 dénote la

valuation d'horloge définie par 0(x) = O pour toute horloge x.
La fonction Ends définie sur I’ensemble des exécutions permet aussi de définir I’ensemble des
valuations d’ horloges possibles apres reconnaissance d’ un mot temporisé fini. Précisement, pour
tout mot temporisé u e (E x T)" et toute valuation initiale d horloge o e T, nous posons
Endsc[a,u) = {Ends(R) | R = (o, P, (t)i>0)
pour les chemins possibles P dans .c/tels que {R) = u}
Notons que si U ¢ L.+ (o), il en résulte que Endsc[(a,u) = &. Cette nouvelle fonction Ends.,

peut-étre vue comme une contrainte sur les mots temporisés de L./« (o) dans la mesure ou cette

fonction permet de vérifier qu'un mot est dans le langage s et seulement si la valeur de la
fonction appliquée au mot n’ est pas vide.
Nous définirons maintenant la notion de générateur contraint comme une généralisation de ces

fonctions L., et Ends.,. Cette notion seraun outil fondamental pour la suite.
Un générateur contraint est un couple (4, A) tel que
1. G:TXSpExT)) Rappelons que D(E) est " ensemble
2. A TEx ExT) > pTH des parties de ' ensemble E
3. YVueExN ue Ha)=Alo,u) =D
A partir des résultats précédents, il est clair que pour tout automate temporisé .7, le couple
(L.cs, Ends.)) est un générateur contraint associé a .7z

4
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Deux automates temporisés .o/ et 93 sont dits équivalents, noté .7/ = A , d leurs générateurs
contraints associés ./ et 7 sont €gaux. Dans ce cas, on aen particulier L., (0) = L (0).

3. Composition d’automates temporisés
3.1. Union
L’ union de deux automates temporisés .7 = (Qx, Ty, |1, F1, Ry) & 9B = (Qz, T2, |2, F2, Ry) avec Qg

N Qo = @ est simplement I’ automate temporisé 7/+ B=(Qru Q2 Ta U Ty, 1 Ul F1 U F2, Ry
O Rz).

3.2. Composition
Le principal probléme dans la composition de systemes temporisés vient des horloges. Supposons

que nous voulions concaténer deux automates temporisés <7 et 3. Alors, lorsque I’ automate
résultant de la concaténation effectue pour la premiére fois une transition vers un état de 43, il y
deux possibilités, soit réinitialiser toutes les horloges de <7 soit au contraire ne réinitialiser
aucune horloge de <7 Mais dans de nombreux cas, ces possibilités extrémes ne sont pas

satisfaisantes. Supposons par exemple que nous voulions construire un produit complexe ayant
des contraintes de temps globales et que cette construction se fasse en plusieurs parties, chacune
ayant ses propres contraintes de temps. Il est alors plus naturel de permettre, dans la
concaténation des automates temporisés modélisant chague sous-systéme, de rénitialiser
certaines horloges et pas d’ autres.

En suivant cette idée, simple mais puissante, la concaténation de deux automates temporisés est

définie en fonction d’un ensemble fixe d’ horloges. Supposons que deux automates temporisés ./
et 93 et un ensemble d'horloges C soient donnés (avec X, ¢ C). Intuitivement, la concaténation

B est donnée par laFigure 1 (avec y une horloge utilisée ni dans <7 ni dans 93).

AP

Figurel: Automate

5
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L’utilisation d’e—transitions n'est pas permise dans notre modéle. Néanmoins, il est facile de
vérifier que %98 peut-étre défini formellement, sans utiliser de telles transitions, de la maniere
suivante. Soit ./ = (Ql, T1, 11, Fq, Rl) e B = (Qz, T, 1o, Fs, Rz) avec Q]_ M Qz = . Nous
considérons une copie Fi deFy, digoint de Q; U Q.. Alors %493 est I’automate temporisé

(Q1U QzU ﬁl ) T, |1, Fz, R1U Rz)

avec
T=TiuT,u{(q, g1, a1, rnvcC, 71) | f1 € F1, (01, 01, &1, I'1, f1) € T}
v {(71 02, 82,12, 02) [T i2 €y, (i2, G2, @2, 12, Op) € To}

3.3. Itérations

Nous dérivons maintenant de |’ opérateur de concaténation ¢ les deux opérateurs © et ¢ qui
correspondent aux itérations finie et infinie. Soit A = (@, T, I, F, R) un automate temporisé et
soit C un sous-ensemble d’' horloges. Nous considérons une copie F deF, digoint de Q. Alors
| automate temporisé A% est défini comme suit, A° = (Q U F, T", I, F, R) avec
T=Tu{(g,garvC f)lfeF(ggarNeT
Vi garql3iclGgarqgeT
De facon similaire, I'itération infinie de A, notée A%, est définiepar A =(Q U F, T I, @, R
U F) ol T” est défini ci-dessus.
3.4. Construction modulaire d’ automates temporisés

Pour toute garde g € Guards(X) et toute action @ € X, nous notons A.s .~ |"automate simple
temporisé de la Figure 2. Pour toute valuation d horloge o. € TX et tout t € T, nous notons o + t
la valuation d'horloge définie pour toute horloge x par, (o + t)(x) = a(x) + t. || devient alors

immediat de vérifier que Liogsqsg (o) estéga a{ (a,t) | a+t|=g}.

Deplus, Endss<sasg (o, @) ={ a+t |a+t|=g}.

D582 (s

Figure2: Automate A.sq>g
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A partir des automates de base et des opérateurs de composition définis ci-dessus, nous
définissons maintenant une famille modulaire d’ automates tempori sés.
Définition 2 : Soit Mod(Z, T, X) le plus petit ensemble d’ automates temporisés de TA(Z, T, X),
les @ éments de cet ensemble sont les automates de laforme::
o A_s54-5 OUa estuneactionde X, g € Guards(X) une garde sur X et C < X un sous-
ensemble d’ horloges tel quexp ¢ C.
o A+ Ay, AcA, AC et A” ssi A; et A, appartiennent aMod(Z, T, X)

Nous allons prouver le théoreme 3 en résolvant des systemes d équations sur les générateurs
contraints. N’ étant pas sdr, a priori, que la solution est toujours un générateur contraint associe a
un automate temporisg, il nous faut définir certaines opérations sur les générateurs contraints.
Théoreme 3 : tout automate temporise de TA(Z, T, X) est égquivalent a un automate de Mod(Z, T,
X).

4. Composition de générateurs contraints

Le but de cette section est d'obtenir des définitions telles que la proposition suivante se tienne.
Proposition 4: Soit A et B deux automates temporisés de TA(Z, T, X) et C < X un sous-

ensemble d’ horloges. Alors, on a:

o~

1. A+B=A+B
2. A/C\B:ACB
3. AC =A°¢
4. AT = A¢

4.1 Union de générateurs contraints
Dans cette section, (4, A) et (¢, A’) sont deux générateurs contraints et C < X est un sous-

ensemble d'horloges.

L'union de (&, A) et (&7, A’), noté (&, A) + (&, A’), est naturellement le générateur contraint
(&', A”’) ou, pour toute valuation d’horloge o. e T et tout mot temporisé fini 2 e (£ x T)*,

G () =G () v &' (o) et A (a, 22) = Aa, 22) U A (a, ).
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4.2 Composition de générateurs contraints
Nous définissons la composition (&, A) ¢ (&7, A’) comme le générateur contraint (&', A”’) oU,
pour toute valuation d’ horloge o e T et tout mot temporisé* fini e e (= x T)",
G () ={uv|lue G(@)NnExT) e
ve & PB[C:=0)n(ExT)” pourB e A, ) }
et AN'(a, ) ={ N(B[C :=0], ») |il existew € & (a)

avecw=wvetp e Ao, «) }
4.3 | térations de générateurs contraints

Nous définissons maintenant de fagon inductive, le générateur contraint , (&, A) © , pour i > 1,

1 i+1 i
par (9,A) © =(G, A et(G,A) O =(G A é (9 A)©

+

Et nousposons (9, A) € =S i1 (G, A) © .

+ [0

Enfin, soit (&, A) un générateur contraint et (61, A1) = (&, A) € . Nous définissons (&, A) € =
(&', A" par : pour toute valuation d’ horloge o € T et tout mot temporisé fini « € (£ x T)",
G (@) = (G1(0) N (Z x T)®) U { uo.Ur... | il existe une séquence (o)izo de valuations
d’ horloges avec o = o pour tout i> 1, Ui+1 € Hai) N (Zx T)" et airg € Ao, Uj) }
Et A (a, ) = O.

Avec ces définitions, la preuve de la proposition 4 est maintenant technique mais sans difficulté

majeure.

4.4 Propriétés de base

Le résultat suivant récapitule les propriétés des opérateurs ¢ et ¢ nécessaires pour la suite.
Proposition 5: Soient (&, A), (&7, ') et (&', A’) trois générateurs contraints et soient C, D

deux sous-ensembles d’ horloges. Alors, on a:

L (G A) e (G A) +(§ A= (@A) ¢ (9 AN +(G.N) ¢ (97 A™)



220

225

230

235

240

2 (GA)+(G AN e (6 A)=(GA) & (6 A+ A) ¢ (67, A™)

3 (9N e (G N)p (97 N)=(GN) ¢ (9" N)p (97, N))
4. (G N ¢ (G, N)=Z(G, N O ¢ (9, N)
4.5 Equations sur les genérateurs contraints

Nous considérons deux générateurs contraints (&1, A1) €t (92, Az) €t un sous-ensemble C

d horloges. Le lemme suivant est le résultat fondamental permettant de résoudre le systeme
d’ équations sur les générateurs contraints.

Lemme6 : L’ éguation sur les générateurs contraints
(9, A) = (91, A1) ¢ (9, A) + (G2, M)

+

a pour solution unique le générateur contraint (&1, A1) € ¢ (92, Ao) + (92, A).

5. Décomposition d’automates temporisés
Nous sommes maintenant préts a prouver notre résultat principal, le théoreme 3. Soit A = (Q, T,

I, F, R) un automate temporisé. Nous supposons que pour nimporte quel état g il existe des
sous-ensembles C, c X tels que pour n'importe quelle transition (¢’, g, @, r, @), on ar = C,.
Notez que, en remplacant I'ensemble des états @ par le produit cartésien @ x PD(X), il est facile de
transformer n'importe quel automate temporisé en automate temporisé équivalent vérifiant cette
propriété. Nous proposerons maintenant un algorithme pour trouver un automate temporise B

dansMod(Z, T, X) qui soit équivalent & A.

Pour tous les états i, f € @, nous prenons Ai; = (Q, T, {i}; {f}, D) et nous considérons le
générateur contraint Z.\f associé a Ais. A partir de la définition de I’ exécution d’un automate

temporiseé (voir lasection 2), il est facile de vérifier I'éguation suivante

A i i Ak
A—' Z Az,f +' Z AL,q éq Aq,q
iel,feF iel,geR

ce qui, en terme d automates temporises et en utilisant la proposition 4, peut étre réécrit de

maniére équivalente en

! Rappelons que la concaténation de deux mots temporisés est une opération partielle définie dans la section 2.1
9
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A= ZAi,f+ ZAi,q- Aqq & (\P)

iel.feF iclrer C4
Par conséquent, afin de montrer que A est équivaent a un automate de Mod(Z, T, X), il suffit de
prouver que pour tout q, @’ € @, l'automate A, , appartient aMod(Z, T, X).
Supposons maintenant que f € @ soit fixé, puis que la famille des générateurs contraints (Xq,\f)q
e @ vérifie le systeme d’ égquations sur les générateurs contraints - ou <5 a> g dénote le génerateur

contraint associé a|'automate temporisé de base A (s «) g défini dansla section 3.4 :

e+ (qsacoarr(0a)r Avy  Siq=f

{ Aq,f

Acs = ) @eaceaer(0a)er Aq.s sinon
Considérons maintenant un ordre arbitraire g1 < gz < ... < (, sur les éléments de Q. L'équation
dont le membre gauche est Aq., est dors résol ue, avec Aq.s en tant guinconnue, en utilisant le
lemme fondamental 6 - € doit étre goutési g, =f:

A = L z<5a>g};. (em( 5 A;,Jj

q7.8,a,.Can,qn)eT’ . an.8,a,Cq',q")eT',q'=qn
Cqn

Nous remplacons alors A/q\f par cette formule dans les n - 1 autres équations. Pas a pas, nous
résolvons le systeme en utilisant le lemme 6. La derniere étape prouve que le générateur contraint

Aqs peut étre exprimé en utilisant des générateurs contraints & émentaires du type (8 a)g, pour

tout a € X et les opérateurs de composition, ce qui revient a dire que l'automate Aq.s est
équivalent a un automate de Mod(Z, T, X). Nous en déduisons que Ag.s, puis Ag.s, ..., Agws
sont également équivalents a un automate de Mod(Z, T, X).

Finalement, pour tout ¢, ¢’ € @, tout automate Aqs est équivaent a un automate de
Mod(Z, T, X), et donc en utilisant I’ équation (¥), A est également équivalent a un automate de
Mod(Z, T, X). Le théoreme 3 est donc prouve.

Cette méthode est illustrée dans un exemple de |’ annexe A.

10
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AnnexeA : exemple

Nous illustrons I'algorithme sur I’'exemple d'automate suivant.

Figure3: Automate A

L’ automate A de la Figure 3 définit le systéme d’ équations linéaires temporisées suivant :

Xo=<5a> X1

x>0,a,y:=0

X1=8+<§b>y=1’bX2 +<§c>x<1,cX3

Xo= <5c>x<1’cX3
)(3:<5d>x>1,d)(3 + <5a>y<1,a,y::0}(1

En utilisant I’ algorithme présenté dans la section 5, on peut résoudre le systéme d’ équations et

obtenir comme solution :

+

Xo=<5a> & +(<§b> y1,b<5c>x<1,cZ+<5c>x<1"’Z)y}J

x>0,a,y:=0

ou

Z =(£+(<5d>x>1,d)5)45@%1“-0

Ceci définit donc une décomposition modulaire de A en automates temporises simples comme

A<5a>x>0,a ! A<(Sc>x<l,c LA
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