DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé

Probléeme — Minimum d’une somme de distances

I.1 Les arguments de z et de z’ sont bien définis puisqu’ils sont non nuls. Notons 6 et # des arguments
respectifs de z et de 2’.
Un argument de zz’ est 6/ — 6 : z2’ est un réel positif (non nul) si et seulement si 8’ — 0 € 27Z, i.e. z et 2’
ont mémes arguments.
1.2
a Cours.
b On montre aisément ce résultat par récurrence. C’est I'inégalité triangulaire au rang 2, et, si on le
suppose vrai au rang n fixé, alors

|21 4 - 4 zng1| <214+ + zn| + [2ng1| < 21|+ + 2] + 12011,

par hypothese de récurrence et I'inégalité triangulaire.
Le résultat est donc bien établi.
c Le cas d’égalité se traite encore bien par récurrence : il est connu au rang 2, et, si on le suppose vrai
a un rang n fixé, alors, en cas d’égalité au rang n + 1, on d’apres les inégalités de la question précédente,

|21 + -+ + 2| = |2z1| + -+ + |zn|, puis, par hypothese de récurrence, z;z; € Ry pour tous ¢,j € [1,n]. Par
symétrie des roles joués par zi, ..., Zn41, on a plus généralement z;z; € Ry, pour tous ¢,j € [1,n + 1]. La
réciproque est claire.
1.3
a Soit z€ C. On a:
S(z) = a(z1—2)+ -+ an(zn —2)
= G121+ A+ Gnzn — 2(a1 4 - + Gn)
z Z
— 71214'_...4'_7”2,”
|21 |Zn]
= lal+ - |z

Pour tout z € C, on a S(z) = |z1| + - + |zn|‘
b D’apres 'inégalité triangulaire généralisée (question 1.2.b), on a :

|z1| + - + |20 |G1(z1 — 2) + -+ + Gn(2n — 2)|

|@1]lz1 = z[ + -+~ + [@nllzn — 2|

N

= |z—z1]4+- -+ |z — 2z

cAla question précédente, 'inégalité est une égalité si et seulement si I'inégalité intermédiaire dans le
calcul est une égalité, c’est-a-dire, en vertu de 1.2.c, @1(21 — 2), ..., Gn(z, — 2) ont mémes arguments (ou nuls).
Des nombres (non nuls) ayant mémes arguments ont mémes arguments que leur somme, or aq(z3 — 2) + -+ +
an(zn — 2) = S(2) € R} admet 0 pour argument. On a donc égalité si et seulement si :

Vke[1,n],ar(zr —z) € Ry.

14 .
a Notons, pour tout i € [1,n]], @; = 8%

Les questions précédentes montrent que, dans le cas ou w; + --- + 4, = ﬁ, la fonction f atteint son
minimum en O, et que de plus elle atteint son minimum en N si et seulement si N appartient a la demi-droite
issue de M}, passant par O (c’est la condition zj(zr — z) € Ry).

b L’ensemble cherché est donc réduit a O si les points My, ..., M, ne sont pas alignés, et c’est un segment
(comprenant O) de la droite A comprenant ces points s’ils sont alignés.




L5
az, ..., z, sont les racines n-iémes de I'unité. On a donc a; = z; pour tout ¢ € [1,n], et z;+---+2, =0
(voir un exercice du cours). On peut donc appliquer x, qui fournit, pour tout z € C :

n<|z— 2+ +|zn— 2|

b En prenant z = 1, et en observant que |z — 1| = 2|sin(kn/n)| = 2sin(kw/n) pour tout k € [1,n]
A~ N Do , i ez ) 3 .
~ ~ ) .
(grace a lastuce de I'angle moitié et 'encadrement 0 < k7 /n < ), on obtient

L’inégalité

¢ On a, puisque e'™/™ #£ 1 :

n—1 i /n\n
(E eikﬂ'/n) _ <1_(€/ ) >
P 1— 6z7r/n
e—iﬂ'/2n

—isin(m/2n)
d’ol, en prenant les parties imaginaires :
) g

ésin (T) = Z_: sin (T) = cotan(r/2n).

k=0

La question précédente permet d’écrire :




